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Abstract: Present treatise deals with applications of singularity functions from a broad perspective in civil engineering, extending its
use to hyperstatics, and deepening mathematical questions little explored before. The content is presented through examples discussed
in detail, giving to the reader a clear and objective reading. Original mathematical formulations are developed, such as the
Macaulay-Serpa series. The treatise is extended to the calculation of hyperstatic porticoes and to the modeling of triangular loads. In
this context, the theory appears as an important instrument for the analysis of ruptures in reinforced concrete beams. For the
accomplishment of this treatise, an exhaustive search of bibliographical references was made, showing that the existent literature on the
subject, mostly of foreign origin, is quite limited.

Key words: Singularity functions, reinforced concrete, hyperstatics, discontinuous loading, elastic curve.

Resumo: O presente tratado versa sobre aplicagdes das fungdes de singularidade numa ampla perspectiva da engenharia civil,
estendendo seu uso a hiperestatica e aprofundando questes matematicas pouco exploradas anteriormente. O conteddo é apresentado
através de exemplos discutidos em detalhes, proporcionando ao leitor uma leitura clara e objetiva. Formulagdes matematicas originais
sdo desenvolvidas, como a série Macaulay-Serpa. O tratado é estendido ao calculo de pérticos hiperestaticos e a modelagem de cargas
triangulares. Nesse contexto, a teoria aparece como um instrumento importante para a analise de rupturas em vigas de concreto armado.
Para a realizacdo deste tratado, foi feita uma busca exaustiva das referéncias bibliogréficas, mostrando que a literatura existente sobre o

assunto, principalmente de origem estrangeira, € bastante limitada.

Palavras-Chave: Funcdes de singularidade, concreto armado, hiperestética, carga descontinua, curva elastica.

Letras gregas f 5 X—a Ox = () - relagio entre a funcio Delta
0
§(X —a) - Delta de Dirac de Dirac e a fungdo de Heaviside

O - flecha (salvo indicacéo em contrério) i
Prologo

A histdria republicana do Brasil é uma verdadeira
sucessdo de escolhas erradas. Pode-se dizer que as
quatro Ultimas décadas confirmaram indiscutivelmente
< X - a>l - brackets de Macaulay da funcéo de Heaviside esta afirmacéo. Somos hoje uma economia dependente,

medieval, centrada em producdo agro-pecudria,
enquanto o resto do mundo avanga em tecnologias de
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Nomenclatura

H(x - a)- funcio de Heaviside

foi imposta por tantos desmandos e malversacdes.
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Reflexos claros desse melancélico cenario se observam
na educacdo e na formacdo de competéncias
profissionais. Nossos modelos académicos, impostos
por liderancas obscuras, sdo retrégrados e respondem
por um atraso em areas exatas de cerca de sessenta anos,
segundo consenso de ampla comunidade intelectual
brasileira.

Buscando romper com alguns paradigmas
anacronicos do ensino nacional, e tentando voltar,
ainda que parcialmente, ao tempo em que estivemos no
topo da arquitetura e da engenharia civil mundial,
venho, por meio deste tratado, registrar para alunos e
professores, uma pequena contribui¢do ao ensino do
calculo estrutural na engenharia civil, nos melhores
moldes da ciéncia contemporanea praticada além-mar.

1. Introducéo

A deflexdo de vigas prismaticas de concreto armado € um assunto que, apesar da fundamentagéo
antiga e largamente difundida entre engenheiros, arquitetos e calculistas, ainda oferece alguns
atrativos, sobretudo quando se abrem discussfes quanto as distintas abordagens possiveis. Muitos
autores empregam diferentes modelos de representacdo do comportamento das vigas, dentre estes,
além do modelo cléssico baseado em principios e resultados diretos da teoria da elasticidade [1,12],
a teoria das deformac6es (por cisalhamento) de primeira ordem [3,9], e 0 modelo dos carregamentos
por fungdes de singularidade a ser discutido aqui [2], porém, com o adendo da representacdo de
cargas distribuidas em rampa por séries de integragdes por partes (devida ao proprio autor deste
tratado). Seja como for, as premissas classicas sao preservadas no presente trabalho:

e A viga— mais precisamente o material do qual € feita — é linearmente elastica, homogénea

e isotropica;
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e Os deslocamentos sdo pequenos em comparagdo com a espessura da viga,;
e As tensOes axiais s80 pequenas em compara¢do com a unidade;
e As tensBes transversais normais e as tensdes de cisalhamento sdo despreziveis;
e As seccgdes transversais sao planas e perpendiculares ao eixo longitudinal, antes e depois de
uma deformacéo (hipotese de Bernoulli).
Mantidas tais premissas, a energia virtual contida na viga sob tensdo produzida pelos carregamentos

é dada por

onde | é o comprimento da viga, E 0 modulo de elasticidade do material, | a inércia da peca, € w 0

deslocamento vertical. A curvatura k da viga é tal que
d2

e
Acontece que as solucbes analiticas descritas nos modelos tradicionais envolvem muitas
complicacBes de calculo em se tratando de carregamentos complexos. Assim, uma diminuicdo
significativa do trabalho matematico pode ser conseguida através da apresentacdo dos momentos
como uma soma de funcdes de singularidade. A deformacdo completa é representada por uma unica
funcéo, e as funcbes das forgas internas e as deflexdes podem ser calculadas por integracdo da
funcédo de carga original. Portanto, a costumeira divisdo da estrutura em regides separadas pode ser
omitida, sendo substituida por uma expressao Unica, o que permite um célculo elegante além de
méxima visibilidade analitica quando da necessidade de avaliacdo do grau de ruina em pegas
antigas. Mesmo nas situacOes hiperestaticas mais complexas, a funcao global original € facilmente
particionada para a posterior compatibilizagdo das flechas. Embora este método tenha sido
popularizado por Macaulay [4], a ideia permanece pouco conhecida no Brasil, o que é lamentavel,

pois certamente teriamos mais calculistas competentes se motivados pelo formalismo objetivo e

esteticamente atrativo do modelamento ora em apreco, ao invés de uma geracdo de engenheiros
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matematicamente apéticos, ou limitados pelo uso de softwares que em nada contribuem para a

criatividade projetual.

2. Metodologia

Minhas referéncias e motivacdes para o uso das chamadas <<fungdes de singularidade>>, ou
<<fung¢bes de descontinuidade>>, vieram da analise de segmentos espaciais de pecas lineares
rigidas sob a agdo de diferentes tensbes de deformacdo. Na verdade, meu objetivo é estender a
aplicacdo de tais funcbes ao estudo de sistemas hiperestaticos, propondo um método elegante e
consistente para auxilio ao mapeamento de rupturas em vigas prismaticas. Esse método também
auxilia a tomada de decisdo quanto as solugdes possiveis para as patologias caracterizadas por ruina
de flex&o.

O operador matematico das funcbGes de singularidade foi, primeiramente, aplicado em
engenharia estrutural de vigas sob cargas complexas na representacdo entre <<brackets>> devida ao
matematico inglés William Macaulay (1853-1936) [4], embora os créditos para 0 método sejam
atribuidos ao matematico alemao Alfred Clebsch (1833-1872) [2] e ao engenheiro civil alemdo Otto
Foppl (1854-1924). Em seu monumental trabalho de 1862, pagina 373, Clebsch ja expunha

claramente a manipulacédo das funcdes de singularidade [2]:

“Betrachten wir wieder den Fall gleichmassiger Belastung]...]:

du |—z?
2- __R_-Ql-z 4G
= Q +Gq

Und man erhélt durch Integration, mit geringer Modification des oben eingeschlagenen Weges?:

Eg\

QU o Q|_z2 cal =2
R S B B

|—z? l—z°
Eq\’u=R — G
aA > Q 5 +Gq

3

Eg\

4

2

|-z
24

Como veremos, esta manipulacdo corresponde exatamente ao tratamento que darei a partir da
notacdo de Macaulay [4]. No entanto, parece que preconceitos em circulos cientificos obscureceram

0s méritos do verdadeiro predecessor das funcbes de singularidade em seu contexto atual, o

1 Consideremos novamente o caso da carga uniforme: [...]. E daf se obtém por integracdo, com uma leve modificacdo da abordagem
adotada: [...]. (Livre traducéo do autor).
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matematico inglés Oliver Heaviside (1850-1925) [11]. No século XX, essas funcBes foram
aplicadas em uma variedade de situacGes, incluindo analise de programacdo de produtividade.
Recentemente, eu mesmo as apliquei na construgdo de um modelo analitico? para estudar a
gravidade e entender certo tipo de maquina de tempo natural que ocorreria em um sistema binario
de buracos negros [5].

As principais vantagens destas fungdes como ferramentas de modelagem na fisica em geral
derivam de que a) — elas descrevem fendmenos baseados na geometria, ou melhor, em sua
generalizacdo, b) — capturam quaisquer mudancas ao longo da evolucdo temporal, ¢) — podem
incluir infinitamente muitos segmentos do espaco-tempo em diferentes estados, d) — podem ser
redimensionadas por qualquer fator, €) — sdo independentes das unidades, e f) — sdo continuas,
diferenciaveis e integraveis como fungdes comuns.

Até onde a pesquisa foi conduzida ndo foram encontradas referéncias atuais exaustivas sobre a
introducdo das fun¢des de singularidade no célculo estrutural, tampouco indicios de aplicacéo plena
da teoria em problemas de hiperestatica. Hibbeler [3], por exemplo, faz uma lacénica abordagem
dessas funcGes em modelamento de cargas sobre vigas, mas se restringe a exemplos triviais de
isostatica. Stephen [8] apresenta um Otimo estudo sobre vigas de Timoshenko [9], porém,
mantendo-se sob a Gtica da isostatica. Também Yavari et al [10] fazem uma boa explanacdo da
teoria de distribuicdo de Schwartz [6] em uma dimenséo, de grande utilidade para o entendimento
da teoria geral das fungdes de singularidade aplicada a situagbes com muitos saltos de
descontinuidade, conquanto o leitor deva permanecer sem expectativas sobre a hiperestatica.
Afortunadamente, gracas a oportunidade de lecionar as cadeiras de Sistemas Estruturais II,
Resisténcia dos Materiais 1l e Teoria das Estruturas, no Centro Universitario ICESP, Curso de
Engenharia Civil - Brasilia, me foi possivel avancar bastante nessa area ao ponto de trazer
contribui¢bes matematicas originais para 0 método, sendo enfatico em transversinas de pontes de
concreto armado e estruturas hiperestaticas.

E provavel que, tal como aconteceu a Heaviside, haja ainda preconceitos referentes a
manipulacdo pouco ortodoxa das fungdes de singularidade. Contudo, atitudes preconceituosas
manifestas em criticas a matematica de algumas teorias fisicas cairam em desuso de ha muito apds
Heisenberg (Nobel de fisica, 1932), para quem a fisica, ao langcar mdo de uma matematica menos

rigorosa, consegue aproximar-se da realidade de maneira mais sensivel. H4, segundo minha maneira

2 Este modelo mereceu o reconhecimento de varios colegas fisicos.
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de ver, uma razdo de rejeicio mais essencial. E que os brackets estabelecem uma fase matematica
topoldgica, de certa forma inesperada, no processo global de calculo. Mesmo associados as integrais
das funcdes de Heaviside, bastou-lhes a subita introducdo para caracterizar-se uma falsa disrupcéo
formal a forca. Mas, aqui a ordinalidade se impde a cardinalidade. Importa, nesse momento, a
ordem, bem antes que o valor em si. A analysis situs precede as diferencas medidas. Por isso, a
equacdo dos momentos em brackets independe de escalas e métricas; €, por assim dizer, uma
equacdo topoldgica que se particulariza, com a analise, numa escolha geométrica. Parte-se, assim,
da proposicéo mais geral (topoldgica) para as proposi¢des especificas (geométricas).

Ainda assim, pode persistir um desconforto para o analista. A passagem de brackets para
parénteses ndo segue um roteiro formal padronizado como de costume. No entanto, a instrugéo é
muito clara: se importam as nuances do carregamento, entdo a ordinalidade se impde; do contrario,
resta a cardinalidade. Temos entdo dois estagios de calculo, duas etapas que se completam numa

perfeita associagéo entre qualidade e quantidade, tal como Bachelard escreveu magistralmente:

“Mais nous montrons que l'ordre est dans la qualité, indépendamment de toute métaphore
quantitative, et que la différence d'intensité elle-méme disparait quand un moyen d'ordination existe

encore, ce qui peut sembler é&tre un indice suffisant de la primordialité ordinale.” 2.

Pode ser dito, sem objecdo, que a etapa ordinal € uma preparacdo para as medi¢Ges. Mas, a sutil
percepcao da abrangéncia e do poder do método parece escapar ao calculista. Somente o gebmetra
sera capaz de capta-lo em toda a sua plenitude.

Outra possibilidade de justificativa para a aridez do tema €& que, apesar de reduzir
consideravelmente a quantidade de péaginas de célculo em comparagdo com as técnicas
convencionais, a modelagem por funcGes de singularidade requer cuidadoso raciocinio sobre a
representacdo hiperestatica, posto que as equagbes em brackets das curvas elésticas dos diferentes
carregamentos sobre determinada viga s@o transparentes a orientacdo dos intervalos a analisar (da
direita para a esquerda, ou vice-versa), o que muitas vezes confunde o calculista inexperiente na
escolha das constantes de integracdo. Salvo restricbes como esta, referentes a caracteristicas e

habilidades individuais, 0 método é robusto e extremamente rigoroso, sendo inclusive esclarecedor

3 Mas nos mostramos que a ordem esta no interior da qualidade, independentemente de toda metafora quantitativa, e que a propria
diferenca de intensidade desaparece quando ainda subsiste um meio de ordenacdo, o que talvez pareca um indice suficiente da
primordialidade ordinal. (Livre tradugéo do autor).
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sobre a representacdo infinitesimal da fisica das estruturas em equilibrio estatico. Traz ainda o

percalco pratico de permitir que se elabore facilmente a equacdo dos momentos para qualquer
situacdo, dando ao calculista ampla liberdade de analise.

2.1. Introducdo operatorial as funcdes de singularidade

Por definicdo, uma funcéo de singularidade, dada em brackets de Macaulay, obedece a regra

n XX T X > X,
X— —
(X=%) 0 x<x.

Além disto, fazendo (X —X,)= X, devemos escrever

JO%) X == (x4 C;
C|<X—XO>n n-1
d—X:n<X_X°> .

Os fundamentos axiomaticos destas definicfes estdo intimamente relacionados as funcGes de

Heaviside, H(a), tendo em conta a fungédo delta de Dirac,

ﬂ% X—a dx=H(a)..
dx
ﬁmé X—a f Xdx=f o,

e a definicéo

0, X<«
[]—[(X—a):{l X>«
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X—« n.g‘[ X—q

de tal maneira que obtemos o gréfico da Figura 1.

-05

Fig. 1 — Funcdo de Heaviside.

3. Aplicacoes a hiperestatica

3.1. Carga distribuida uniformemente sobre trés apoios

Q=5kN

T - T
LT e N T

I Ri Ra [ R;

| 3m | 2.5m | 4.5m |

Fig. 2 — Esquema hiperestatico basico.
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Modelemos o sistema da Figura 2 pelas integrais das fungdes de Heaviside, da seguinte
maneira:

SM, :0:leﬁf()c-a)dx_ijw[(x-c)dXJrsz:i’-[(x-oﬁdx—q—;C2

Transformando a expresséo anterior para brackets de Macaulay,

S™M, =0=R (x-a)' —Q(x-c)' +-R,(x-d ) —

Diante da configuragio anotada, temos as constantes*
a=0;
c=3;

d =55;
| =10.
Fazendo as substituicdes, temos, pela condicao isostética,

10R, —35+4.5R, —400 —0;

R, —43.5_0.45R,)

Estabelecido o pré-requisito isostatico, podemos efetuar o calculo particionado do somatério dos
momentos fletores, abstraindo um a um os esfor¢cos em atuacéo.

3.1.1. Abstraindo R, e Q:

1 X
> M, =R(x-a) —
A curva elastica fica entdo

1

E M dx——[ R — +C1x+C

Adotemos R =ql/2, C =—ql®/24. Uma vez que a segunda constante de integracéo

aparece isolada e ndo acrescenta informacéo relevante para o computo dessa flecha em

especial, podemos ignora-la e reescrever a curva elastica como

gx

% = Z41E

I3_2le+x3];

4 As constantes marcam os saltos de carga, caracterizando os pontos singulares.
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8)(55 3 2 3.
_ 10° _2%5.5? %104 5.5°]:
% =a1E S e
1029.19
“"ETE |

Note que o valor de X considerado corresponde ao ponto de singularidade virtual, isto é,

referente ao segundo apoio que ndo aparece nessa abstragéo.

3.1.2. Abstraindo todos os carregamentos, menos a carga unitaria ficticia no
segundo apoio:

M, =0=R(x-a) +R(x-d .
Neste caso, a curva elastica se resume a

Lk

As substituicdes séo

3
X3 x-d
€R1+< 5 > R, +Cx+C,

P=1 R =P(x-d)/l,R,=Px/l,C,=—Pl(x-d)/6.

Dessa forma, mantendo o raciocinio sobre as constantes de integracao,

X°*P(x-d)
I

1
6'—6IE

+<x-0[>3¥—clx

= e oty

8 2—%[I2 —<x-c[>2 _xZ};

~ —1x4.5x5.5

8§ = 10°—45° —55°;
6x10xIE
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—20.42
"= |

3.1.3. Abstraindo todos os carregamentos, menos a carga Q:

S M, =0=R (x-a) —-Q(x-c)".

A curva elastica se torna

i [ o= g R

X c
BT e et

Nesse caso sera necessario incluir nos calculos a constante C,, de modo que

1 1]x° (x—cy’
— || Mdx=—|—"—R —|—2~L C, |+Cx|.
E S Mdx =g | TR -5 Q+C, |+ Cx

Consideremos as seguintes substituicdes:
R —_QpblI, C —QH /6, C,=QC,/6.

Portanto,

1 Y :
E dex_6|El—x I —Q (x—c)" +C, +Q5|X‘-

3

Além disto, (X—C>3 +C, == com b—=1—-d . Dessarte, como de praxe,

iffMde:il_x&Tﬁ_QxTﬁerQﬁlxl;

1 Q | —d 2 2 . 12].
= [Imax=ACEX e

11
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~ 5x4.5x3

— —3¥_45 410%];
% 60IE +

3

A partir de (X—C>3 +C, =7 deduz-se o valor de C,:

(x—c)’ +C, :g,

3(10-55)°
<10—3>3+C3:<1—O>,

C, — —315.66.

O leitor deve observar que se tem liberdade de manipulagéo das constantes, dependendo da

situacdo. A excecdo dos casos de estruturas exoticas, as substituicdes seguem 0 mesmo

padréo de acordo com as flechas a determinar.

3.1.4. Compatibilizando as flechas

Finalmente, as flechas calculadas independentemente devem ser contrabalancgadas, de tal

maneira que possamos garantir a estabilidade do sistema. Aplicando a equacdo de

compatibilizagédo, obtemos que

102919 79.59)  20.42
+ 2R, SEE 0
[ IE E] IE

R, — 54.30kN].
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3.1.5. Encontrando R; e R3

Voltando a condicao isostética,
R, =43.5-0.45x54.30 -

R, —19.06kN|

Efetuando o somatdrio das forcas verticais para encontrar a terceira reacao de apoio, segue
R1+R2 +R3_Q—8O:O._
R, =11.64kN|.

E importante observar que, embora haja certa arte em deduzir as substituicdes, na
maioria das situacOes elas serdo as mesmas apresentadas acima, salvo indicacdo explicita em
contrario. Um hint fundamental para o calculo exato é o de se buscar sempre configurar o
conteudo entre chaves da equacdo elastica de modo que o arranjo de sinais deixe positivo o

termo da constante de integracdo. Outra observacdo de cunho pratico € garantir que a flecha

5 Seja a parte negativa da equacéo de compatibilizacéo.

3.2. Carga ndo - uniformemente distribuida em rampa triangular

A atuacdo de um carregamento com distribuicao triangular ocasiona uma complexidade
inesperada para quem ja se acostumou com a simplificacdo de calculo oferecida pelo
método aqui estudado. Pois, cargas distribuidas de modo ndo-homogéneo, ainda que linear,
acarretam o aparecimento de integrais exteriores as integrais de Heaviside. Estas integrais
ndo operam sobre os brackets, agindo por soma continua natural ao longo de todo o
intervalo da distribui¢do. Assim, as integrais exteriores sdo transparentes para as integrais de
Heaviside. Esta caracteristica da origem a uma série infinita cujos termos sdo construidos

por uma sucessao de integracdes por partes. Portanto, surge a questdo de como aproximar
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esta serie de um resultado satisfatério e seguro. Essa andlise, em que pese sua relativa
complexidade, conduz a resultados de grande precisdo, muito Uteis quando se busca
comparar o0 célculo efetuado com os valores produzidos automaticamente por softwares
como o FTOOL.

Por simplicidade, seja a Figura 3, exibindo um carregamento ndo uniformemente

distribuido em configuracao triangular.

q.:| = ﬁkN

Fig. 3 — Carregamento triangular.

A modelagem da carga distribuida fornece
I
_ f{q(); [Hix- )dxldl,

_fqolx<x_|>1d|.

Ao buscar-se a equacdo da curva elastica, a dupla integracdo nos leva a escrever

—[(al| [[x (1) e

Concentremos atencdo na integracao interna,
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ffx—1<x_|>1dx;
g o
R [
R e [
X_1<xgl>3+x_z S L. = = f<x;|>3 dld

1 24 12
3
f @ x3dx}dx .

dX;

SCS LSy =

Xl<xgl>3—|—X2 <X—|>4 +f<x_|>4x3dx+f

12 6

=1 (=) (Xl 1) X1
oL . IILC. S
oy, Nl
+f< 20> de+ff< 4> X dX%X’
X_1< g|> n 2 1—2|> X3<x2_0|> +2%f<x_|>5x—4dx+f...
X_1< g|>3 X_2<x1_2|>4 X—3< 2—0|>5 X4<x4_0|>6 +%f<x_l>6x‘5dx+f... . (16)

Truncando a série, com aproximacéo até o termo de ordem 6,
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x> —3x1 317 —x I3 N X2 —4xl +617 —4x P £ x4* N x? —5x1 41012 —10x 43 4-5x A% —x°I1° N

6 12 20
6

4 <X_I> .

g [
3x% —10x1 +-1212 —6x 1P £ x4* N x> —5x1 +-1012 —10x 13 -5x A% —x3° N
12 20
x—Iy’
x4 { o
S |

Por amor & economia de espago, mantive o termo de sexta ordem na forma condensada em
brackets sem desenvolver o polindmio. Seria arriscado supor a convergéncia desta série pela
ultima expressdo. No entanto, observando o comportamento da sequéncia (16), é féacil
deduzir que os brackets apos
6
x—1
afx)
40
vao se tornando despreziveis; o valor dos termos decresce a cada integracdo. Desta forma,

ignorando as integrais posteriores, a soma infinita em dl fica reduzida a

2 . 2 3_ -4 -215 2 . 2 3_ -4 —25_ -316 x_l 6
—qu 3x% —10x1? +121° —6x 4% +x 2 +xI 5x12 +-101° —10x * 4-5x21° —x +Ix*4< ) dl
12 20 40

(17)

Portanto, assumimos que a expansao
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converge, sendo o valor aproximado (truncado) de célculo na equacdo da curva elastica
estabelecido pela expressao (17). Esta série ficou conhecida como série de Macaulay-Serpa,
assim chamada carinhosamente por alguns ex-alunos.

A aproximacao sugerida ¢ aceitavel, e vamos demonstra-lo. Sejam as quantidades

A:X_lﬂ_}_)(—zﬂ_i_x—3 <X—|>5. a X—l<x_|>3.

12 20 6

= X‘ZM-C X‘3M.

12 20

A Tabela 1 mostra nas linhas o valor total << A >> da série truncada e, lado a lado, os
valores dos termos << a >> << b >> e << ¢ >>, separadamente, variando-se, nas colunas, o
ponto << X >> de referéncia na viga. Foi considerado um comprimento de viga de 20
unidades de extensdo, e de 10 unidades de extensdo para o comprimento << | >> do
carregamento em rampa. Como se observa, a coluna << c¢ >> justifica um limite de
aproximacdo aceitdvel. A Figura 4 exibe as exponenciais correspondentes as colunas da
Tabela 1 em evolucdo dentro de dominios cada vez menores conforme avancamos aos

termos mais distantes da séria.
Portanto, as séries de Macaulay-Serpa sdo a confirmacéo teorica da praticidade descrita

mais acima, Secdo 2. Metodologia, pela qual as funces de singularidade podem incluir

infinitamente muitos segmentos de uma peca em diferentes estados de tensdo, sendo estas
funcdes continuas, diferencidveis e integraveis tal como as fungbes comuns com que
lidamos no cotidiano. Pode-se pensar que para uma rampa parabdlica o célculo seria
praticamente 0 mesmo, ou até mais complicado. No entanto, a extensdo do céalculo é, neste
caso, bem menor. Deixo ao leitor o exercicio de deduzir a expressdo para a distribuicao

parabolica.
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Tabela 1 — Evolucédo dos termos da série de Macaulay-Serpa.

A 2 b c
11.04166667 8.33333333 | 2.0833333333 6.250000e-01
833972882 639473684 | 15145429363 4 .304490e-01
6.07517147 474074074 | 1.0534979424 2.809328e-01

422612118

3.36274510

0.6923298731

1.710462e-01

276679687

2.25000000

04218750000

9.492188e-02

1.66666667 138888880 | 02314814815 | 4.620630e-02

0.88940719 0.76190476 | 0.1088435374 | 1.865889e-02

0.39162494 0.34615385 | 0.0309408284 | 5.530269¢-03

0.12129630 0.11111111| 0.0092592593 | 925925904

0.01587779 0.01515152 | 0.0006887052 | 3.756574e-05

0.00000000 0.00000000 | 0.0000000000 | 0.000000e+00
g g |

10 12 14 16

T T T T
18 20

Ponto da viga

2.0

Integral dupla (b)
1.0
1

0.0
I

10 12 14 16

Fig. 4 — Exponenciais correspondentes a Tabela 1.
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0.0

10 12 14 16
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3.2. Reacdo de apoio devida a cargas permanentes em pontes

Um estudo feito por Marcos Sousa [7], dimensionando os esforcos na ponte sobre o
Corrego Concordia — PR em uso da norma NB-6/1960 e da norma atual NBR-7188/2013, e
depois comparando os resultados, nos coloca diante de uma excelente oportunidade de
aplicacdo do modelo em pauta. O referido estudo teve por base os procedimentos de célculo
de Marchetti e de Pfeil [7]. O projeto de engenharia rodoviaria foi gentilmente cedido pelo
DNIT. O célculo por funcbGes de singularidade mostra pequenas diferencas a maior,
presumivelmente devidas a aproximagfes, uma vez que surgem integrais definidas
expressando a andlise das cargas distribuidas em rampa linear. Entretanto, como se
constatard na secdo subsequente, o estudo exigiu um recall do céalculo na misula da

transversina.

7132 tf/m
¢¢¢{DL~1«~I«~L~I« ¢¢¢m¢¢¢¢ ~l~l~l~l~l~lnl«~l®/~l«~l«~l«~l«¢
® L & #
I/ZBAL S1 S2 83 S4 5

250m | 250m 250m | 250m 250m | 250m | 250m

1000|m

BOOm 1250 m

Fig. 5 — Distribuicdo das cargas permanentes em uma ponte (cortesia de Marcos Sousa).

A Figura 5 esquematiza a secdo transversal da viga-tipo principal com as solicitagdes

ocasionadas pela acdo do peso préprio dos componentes estruturais, constituindo assim as
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cargas permanentes distribuidas e concentradas. Foi considerada apenas metade da secéo
transversal da transversina por se tratar de uma estrutura perfeitamente simétrica, a qual, a
guisa de simplificacdo de célculo, pode ser dividida em duas partes idénticas. Nao caberia
aqui repetir as consideracdes técnicas relevantes listadas por Sousa [7] de modo exaustivo.
Limitar-me-ei a ressaltar que a carga triangular representada na Figura 5 se refere
tdo-somente ao alargamento da viga na regido proxima ao apoio.

Seja, portanto, 0 modelamento dos momentos até o ponto S5. Considerando-se que neste

ponto 0 somatdrio dos momentos totaliza 393.94tf m, tem-se

S Mg :_21.122f5-[(x_a)dx+leﬂf(x—b)dx—z.Sfﬂ-[(x—b)dx+

2(x—x,12) I 1
+Tx{—2x1.7098 f lz f Hix, | )dxlldl ~2x1.7098 f lz f (x, —1)H(x, | )dxl]dl}_

—2.8f5—[(x—c)dx—7.132f(x—d)5{(x—d)dx:393.94tf m.

Observe que a integral da carga triangular seré definida de acordo com o intervalo em rampa

delimitado sobre a viga. As quantidades X; e | se restringem a este intervalo, enquanto
X percorre toda a viga. Assim, o bracket externo(x—x;/2)se anula para x<x;/2.

Transformando a expressdo completa para brackets, segue

> Mg =—21122(x — a) +R (x—b) —25(x—b) +
2(x—x,12) I 2
+Tx{—2x1.7098fl2( —I>}dl—2><17098f dl} 2.8(x
(7132(xd)" 303 0 m

Neste cenario as constantes sdo
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Fazendo as substituicdes,

S Mg = —21.122x175412.5R, —25x12.5+

’

2 B 2 25 35 210 310
N (x—x1 >>< ~ 2x1.7098(10x1"|"  I°|"| 2x1.7098 102><|‘20—2><10|— _|_|_
X, 10 2 | 73,|7 10 2|, 73,
2
—2.8x7.5—%:393.94tf m:

S Mg, ——21.122x17.5412.5R, —25x12.5+

+2.5x —0.34196 125—-41.6667 —0.34196 500 —750 +-291.6667 —

2
—2.8><7.5—7'132;<17'5 _393.94tF m:

S Mg, = —21.122x17.5+12.5R, —2.5x12.5+

+2.5x —28.4966 -14.2483 —2.8x7.5—

1132 x17.5%
2

= 393.94tf m.

Daqui se obtém

R, —161.18tf.

Este valor é bem préximo ao valor de projeto informado, 159.72tf, e confirma o valor

fornecido pelo software FTOOL. Adotando-se as propriedades dos brackets, € possivel



22

Revista Brasiliense de Engenharia e Fisica Aplicada

calcular facilmente os momentos fletores por trecho de viga. Dessa forma, para os intervalos
estabelecidos na Figura 5, tem-se que

Trecho [0, S4]

S " Mayor = —21.122(x —a)" +161.18(x —b)' —2.5(x —b)' +

. _xlxl 2 x{—2><1.7098 [ lé(xl —Iﬂdl ~2x1.708 [ l%{xl I)ﬂdl}—

B 7.132x°%
2 )

—2.8(x—c)

S Mgymssy = —21.122x154+161.18x10—25x10+
2% —28.4966—14.2483 —2.8x5—

2
C1A82XIS e 13t m.

Trecho [0, S3]

S Mgy = —21.122x12.54+161.18x7.5—2.5x 7.5+

2P 3P 2
+15X{2><1.7098[10><| o ]2><1.7O98[102X|‘202X10|_

10 10

|3
3

10 2 |, 3, 10 2

2
28525 7'132;12'5 _297.77tf m.

0

)
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Trecho [0, S2]

S Mgy = —21.12210+161.18x5—2.5x5 +

25 138 L0 50
_2><l.7098 10 _|_ _2><1.7098 102><| 2><10| +|_ B
10 2 0 3 0 10 2 5 3 5
2
_% —182.83tfm.

Distancia ao longo da viga

-300

-200 A

-1040
- = 10 125 15
o 0 4 u -z - > C ™y B d
E 100 % \! do— 1
(T
E 200
=

300

400

500

Fig. 6 — Momentos fletores fornecidos no projeto original (em azul) em comparacdo com os valores
calculados no modelo proposto (em marrom, com barras de erro de 6%).
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Trecho [0, SO]

S Mgpmy = 2112254

251700810120 B[] 2x17 12(° Bf°
10— X10098 O; -3 _XTO% 102X|‘ZO_2X10§ +=| |-
0 0 5 5
2
I8 9476t m
Trecho [0, S1]
S Moy = —21.122x7.54161.18x2.5-25x 25+
25 35 210 310
05| 2xLT098[10xIP] ) 2517098 102><|\;°_2><10'— CEL
10 2 |3, 10 2|, "3l
2
_TASXTS 4 aotfm
Trecho [0, S025]
S Mgpmpy = —21.122x 2.5
25 35 210 310
ox _2><11.3098 1o;| _|§ _2><11.5098 102><'\20—2><10|§ +|§ -
0 0 5 5
| 7132x2.5

— —75.09tf m.
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A Figura 6 compara as curvas dos momentos para 0 projeto executado e para o modelo

proposto, mostrando concordancia de praticamente 100%. A Tabela 2 mostra os valores dos
momentos calculados das duas maneiras.

Tabela 2 — Comparacéo entre os valores dos momentos fletores (tf m).

Trecho até % Bal SO S1 S2 S3 S4 S5
Projeto -75.09 | -194.75 | 16.34 182.85 | 297.79 | 368.15 | 393.94
Modelo -75.09 | -194.76 | 16.32 182.83 | 297.77 | 368.13 | 393.94

Podemos, entdo, definir uma nova funcao 5(x, X;), tal que

n 0, x<x/2
006 X) = 2 x-x121x, x>x12 1 x=Xx, .

Portanto, a equacdo modelar dos momentos ao longo de qualquer trecho de viga da ponte em
questdo, considerada reta e ortogonal, sendo biapoiada com balango, com carga em rampa

linear representando o engrossamento da viga junto aos apoios, toma a forma geral

SM :_21.122f3-[(x_a)dx+leﬂ-[(x—b)dx_z.Sfjf(x_b)dx+

. | 1
15(x, )q)x{—2x1.7098 f lz f Hix, | )dxl]dl —2%1.7098 f lz f (x, —)H(x, 1 )dxl]dl}_
_2.8f5-[(x—c)dx—7.132f(x—d)5-[(x—d)dx.

3.3. Revendo a misula da transversina (po6s-escrito ao calculo apresentado no

estudo da ponte sobre o Corrego Concérdia — PR): um recall necesséario
Uma revisdo acurada dos calculos me levou a implementar certo ajuste da forma pela
qual modelei o carregamento triangular numa secdo da misula inferior a sua metade,

revocando o procedimento-padrdo nessa parte da transversina. O problema é que na misula,
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para x<x,/2 ha um residuo da carga triangular a ser computado, fato que exige analise

independente do quinhdo efetivo da carga distribuida sobre o intervalo considerado. Assim,
precisei introduzir o delta de Dirac,

B 0, x>x,12
L x<x /2]

A
no intuito de validar a acdo do momento M referente a diferenca de carga distribuida na

viga a partir da misula. Portanto, a forma geral ligeiramente modificada fica

S M, :—21.122f5-[(x—a)dx+ lej-[(x—b)dx—Z.Sfj-[(x—b)dx+

~ | 1 A
+5(x, )g)x{-le.?O%f[zf}[(xl _I)dxl]dl —2><1.7098flzf(xl —H(x, —I)dxl]dl}_(sM —
—2.8f3{(x—c)dx—7.132f(x—d).7-[(x—d)dx.

O momento revocado até o ponto X = 2.5¢

Trecho [0, SO2.5] (revocado)

S Mgyyepsy = —21.122x 25

5 5 10 10

2 3 2 3
0w ~ 2x1.7098 101 _I_ ~ 2x1.7098 102><|10—2><10|— _'_I_
10 2 |, 3 10 5 2. 3|
2
25 x]é.7098 x% 25 7.1322>< 2.5 2687t m.

Subsequentemente,
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Trecho [0, SO] (revocado)

S Mg = 2112255+
[ 2><1.7098[1ox|25
+0x1—

10
|3

3

|2

2

10 |3

3

10 2 10

5
]_—2X1'7098 [102 A 2510

0 0 5 }

5

2
_oxL7098 1 o 11825 501 ggtfm

2 3 2

Finalmente, é facil mostrar que a expressao geral se reduz a

SM, :_21.122f51((x_a)dx+le.’]-[(x—b)dx—Z.Sf}[(x—b)dx—

_2x1.7098x5(x,xl)%_(ﬂ\ﬁ_2.8f3{(x_c)dx_7.132f(x_d)ﬂ(x_d)dx.

A primeira integragdo entre chaves fornece
1l P
x| 8 24

A segunda integracdo conduz a

1(x 3x)® 7P
x|2 a4 T

A soma das duas produz

2 2 3 2 3
_[>ql3>ql +7I +xl| I ];

1
x| 2 4 247 8 24

1l s5x1° 6P
x| 2 8 24

Uma vez que Xx; =l apds a execugdo das integracoes,
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3.4. Carga em rampa “cuse’”carga retangular

Consideremos o esquema de distribuicdo de cargas representado na Figura 7. Com

fundamento nos célculos anteriores, teremos 0 seguinte modelamento

f y=5kM/m Q=2kN
|

3m dm |1m|1m|

Fig. 7 — Cargas distribuidas em modos variados.

SM, :0:le:?{(x-a)dx—f{qoleﬂ{(x—l)dx}dl +R2f:7{(x-d)dx—
—%f(x-e)ﬂ-[(x-e)dx+%f(x-f)}[(x-ﬂdx—Qf}[(x-g)dx.
Em kets tem-se que
SRR R N

_%<x_e>2 +%<x—f>2 —Q(x—g)".
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A integral dupla para a curva eléstica fornece

e[y G [ yo =

_ﬂ<x_e>4+ﬂ<x_f>4_w+clx+cz :

3.4.1. Abstraindo tudo menos a carga G :

é fodx:

A equacdo (17) nos permite escrever

é Rl(xT_af_quIfo1<x—l>ldx}dl+C1x+C2 .

72|5

R (x— a) 3x%l —10x1% +121° —6x H* X
M dx— —
E| ff TG % [ 12
X2l —5x1% -101° —10x 4% 4-5x721° —x3I°
+ + 20 + ‘ + Cx + G, ]

Executando a integragéo exterior,

3 212 3 4
L flledx:i Rix—a) g r[181 654° oo
El El 6 60 2 3 4
60X U°  20x7A° 3x7F’
_ _ Cxi+C
5 1 6 7 ]* Xt ]

29
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As substituicdes de praxe conduzem a

3x

3 4 —316
f M. dx — X 13 o 9x|2 6 4O s 10X
EI 24EI 3 Tox 3
M, dax =210 _2x2 1.7.97];
EI Jm 24 | +
287.5
% =g

3.4.2 Abstraindo tudo menos a carga wy:

1 _LR{x-a) w Ty
= fMde_ ST (X e)' +22(x— f) +Cx+C,|,

24
|3
com e=3, f =7, Rl—— C = R . Dessa forma,

_ Lo ox2 x—34+ x—74_|3_
“  24El b'e b's ’
_ X[ e, X371 X—T7)
“  24El X x |

621

0 —.

7

|
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3.4. Modelagem de porticos

Minhas investigacOes acerca das estruturas hiperestaticas mostraram que é possivel
estender a aplicacdo das funcbes de singularidade ao modelamento global de pérticos,
facilitando sobremaneira a ulterior formalizacdo das curvas elasticas e minimizando a
possibilidade de equivocos de concepcao fisica das estruturas. Por acaciano que se afigure,
ndo custa lembrar que tal poder de sintese numa abordagem analitica dessa natureza s é
factivel devido a indiferenca da gramatica utilizada as disposices geométricas do

travejamento em foco. Sendo vejamos um exemplo classico de pértico.

P=40kN
g2=4kN/m
A 4 A A 4 = 1
,,,,,, A
_L__
2m ‘
s

g1=2kN/m

6m

T Ra 5m Re

AT
!

Tomando-se o somatdrio dos momentos referente ao apoio A, teremos
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ZMA:O:RBfﬂ-[(x-a)dx—Pf.?—[(x-b)dx—q—zzf(x-c)jf(x-c)dx—%f(y-c)f]—[(y-c)dy,

observando que, para evitar confusdo, o termo da carga i foi estabelecido relativamente a

dimenséo linear vertical. Dessa forma, tem-se que

2 M :O:QBx—P<X'5)>1_q_22<X'C>Z —%W-C)z;
S M, =0=R;x—P x-3 —q—22x2 _%yz;

S M, =0=5R, _40><2_‘§‘52 —262;

S"M, —0-5R, 805036

R, =10 _3301\.

5

Somando-se os esforcos cortantes, deduzimos o valor de Ra,
33.2+R, —40-20=0;

R, — 26.8kN.

Com estes calculos executados pode-se partir para a aplicagdo do principio dos trabalhos virtuais
para a determinac¢do de A em fun¢do das forgas reais atuantes. Evidentemente, todas as situacdes
especiais, tais como cargas fantasmas, cargas distribuidas em rampa linear ou parabdlica, etc.,

também se aplicam a porticos sem nenhuma dificuldade.
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4. Consideracdes finais sobre elementos finitos

Um elemento finito nada mais é do que uma célula abstrata resultante do artificio de se
fragmentar uma determinada geometria em partes menores trataveis pela matematica finita. Quanto
menores forem as células representantes da geometria, maior o0 seu numero, e, portanto, mais
proxima da geometria real é a representacdo global que criamos para simula-la. As células se
conectam por intermédio de regiBes singulares, denominadas “n6s” ou “pontos nodais”
(particularmente no caso de curvas). Eu, porém, prefiro o termo geral “juncdo”, que se adequa
melhor a qualquer variedade n-dimensional. Devido a fragmentacdo da geometria, a variedade
simile que descreve o comportamento fisico a ela associado ndo corresponderd de maneira exata a
situacdo real. Portanto, a precisdo da representacdo depende da quantidade de juncdes e células, de
seus tamanhos e de seus tipos. Esse é o fundamento das simula¢6es numéricas computacionais.

A aplicacdo das fungbes de singularidade guarda intima relacdo com a nocdo de elemento
finito, na medida em que a modelagem da curva de momentos fletores que constréi a evolugédo do
“torque” referente ao ponto central da transversina da ponte simétrica estudada anteriormente sera

tanto mais precisa quanto maior o nimero de intervalos definidos para anélise. Dessa forma, cada
“fragmento” (X—xo)n é de fato um elemento finito tdo pequeno quanto se queira, mas somente

até um limite finito.

Por ultimo, existe verdadeiramente uma arte matematica de modelar problemas fisicos. Essa
arte estaria extinta por completo, ndo fosse umas poucas mentes interessadas em desafiar o mito de
que a fisica classica esta consumada em definitivo. A ciéncia, pela sua propria natureza, nunca se
esgota. Sempre ha problemas e melhorias a serem feitas. Espero que o tratado aqui apresentado

inspire mais pessoas a sairem da letargia criativa e do comodismo tecnoldgico do nosso tempo.
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